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 سیگنال ها و سیستم هاتجزیه و تحلیل درس 
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 فصل اول

 

 : نشانه یا علامت هر کمیت فیزیکی) قابل اندازه گیری ( است.نالگسی

 انواع سیگنال : 

یک متغیر مستقل و یک عدد طبیعی  tنشان داده میشود و   x(t)سیگنالپیوستهدرزمانکهبهصورت– 1

 است . 

x(t) = sin t    مثال( 

 

 یک عدد صحیح است . nنشان داده می شود و  x [n]سیگنالگسستهبهصورت– 2

n = 0 , ±1 , ± 2 , … 

 

 سیگنال های انرژی و توان

𝑣2

𝑅
= 2P = R.i→       مثال برای مقاومت داریم( 

dt 
𝑣2

𝑅
∫  dt =2 dt = ∫ R.iE = ∫ P(t)  

 به صورت زیر است: T 1[T ,2 [انرژی یک سیگنال در فاصله ی زمانی 

  

 dt2 ∫ | 𝑥(𝑡)|
𝑇1
𝑇2

E =  

x(t) = A+jB = |x(t)| 𝑒𝑗∢𝑥(𝑡) 
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|x(t)| = √𝐴2 + 𝐵2                ∢x(t) =tan−1
𝐴

𝐵
 

𝐴𝑒𝑗𝜑(𝑡) = Acos𝜑(𝑡) +  𝑗𝐴 sin𝜑(𝑡) 

 

 

   x(t) = cos t + jsin 2 𝑡مثال( 

|x(t)| = √𝑐𝑜𝑠2𝑡 + 𝑠𝑖𝑛22𝑡 

∡ x(t) = tan−1
sin 2𝑡

cos 𝑡
 

x * (t)= A – jB = |x(t)| 𝑒−𝑗∡ 𝑥(𝑡) 

x(t) . x(t) * = 𝐴2 + 𝐵2 = | x(t)|2 

 

 

 مثال : انرژی کل سیگنال های زیر را به دست آورید

x(t)= 3 𝑒2𝑗𝑡  (1 

𝐸∞ = ∫ 9 𝑑𝑡
+∞

−∞
= 9t |+∞

−∞
 =+∞ 

 

  x (t) = {𝑒
−3𝑡    𝑡≥0

𝑒2𝑡       𝑡<0
(2 

𝐸∞= ∫ 𝑒4𝑡
0

−∞
+∫ 𝑒−6𝑡

+∞

0
=
1

4
𝑒4𝑡| 0

−∞
  -  

1

6
𝑒−6𝑡 |+∞

0
= 
10

24
 

 

 انرژی کل یک سیگنال گسسته چنین تعریف می شود

𝐸 = ∑ |𝑥[𝑛]|2
+∞

𝑛=−∞
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      x [n] = {
(
1

3
)𝑛      𝑛 ≥ 0

0         𝑒𝑙𝑠𝑒

 )مثال

𝐸∞ =1+ 
1

 9 
 +

1

81
 + 

1

272
 + . . . = 

1

1− 
1

9

=
9

8
 

 

 فرمول های مهم :

1)∑ ∝𝑛
+∞

𝑛=0

= 
1

1− ∝
      ,     | ∝ | < 1 

2) ∑ ∝𝑛=
1 − ∝𝑁+1

1−∝

𝑁

𝑛=0

 

1) ∑ ∝𝑛=
∝𝑁1−∝𝑁2+1

1−∝

𝑁2

𝑛=𝑁1

 

 

 

 )مثال

𝑥[𝑛] = {
(
1

3
)𝑛      5 ≤ 𝑛 ≤ 13

0                     𝑒𝑙𝑠𝑒

 

 

𝐸∞ =
(
1

9
)5 − (

1

9
)14

1 −
1

9

 

 اگر انرژی یک سیگنال محدود شود به آن سیگنال انرژی میگویند
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 چنین است : ]T1 T ,2[توان یک سیگنال در بازه ی زمانی 

𝑃 =
1

𝑇1 − 𝑇2
∫ |𝑥(𝑡)|2
𝑇1

𝑇2

𝑑𝑡 

𝑃 = 
1

𝑁2 −𝑁2 + 1
+ ∑ |𝑥[𝑛]|2

𝑁2

𝑛=𝑁

 

 

 توان متوسط یک سیگنال به صورت زیر است :

𝑃∞ = lim
                   𝑇→+∞

1

2𝑇
∫ |𝑥(𝑡)|2
𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 

𝑃∞ = lim
        𝑁→+∞

1

2𝑁 + 1
∑ |𝑥[𝑛]|2
𝑁

𝑛=−𝑁

 

 

 ی زیر را به دست آورید:مثال ( توان متوسط سیگنال ها

1 )   x(t)= t 

lim
𝑇→+∞

1

2𝑇
∫ 𝑇2 𝑑𝑡
𝑇

−𝑇

= lim
𝑇→+∞

1

2𝑇
∗ 
𝑡3

3
|
  𝑇
−𝑇

= lim
𝑇→+∞

1

2𝑇
∗ 
2𝑇3

3
= +∞ 

 

 

2 ) x(t) = 𝑒−3𝑡 

𝑃∞ = lim
𝑇→+∞

1

2𝑇
∫ 𝑒−6𝑡
𝑇

−𝑇

𝑑𝑡 = lim
𝑇→+∞

−1

12𝑇
[𝑒−6𝑇 − 𝑒6𝑇] = lim

𝑇→+∞

𝑒6𝑇

12𝑇
=  +∞ 
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3 )  𝑥(𝑡) = {
𝑒−3𝑡      𝑡 ≥ 0

0          𝑒𝑙𝑠𝑒

 

𝑃∞ = lim
𝑇→+∞

1

2𝑇
∫ 𝑒−6𝑡 𝑑𝑡 =  lim

𝑇→+∞

1

12𝑇
(1 − 𝑒−6𝑡) = 0

𝑇

0

 

 

 

 

𝑃∞ = lim
𝑁→+∞

1

2𝑁 + 1
∑4 = lim

𝑁→+∞

𝑁

𝑛=0

4(𝑁 + 1)

2𝑁 + 1
= 2 

 

 سیگنال های متناوب

x (t)  0یک سیگنال پیوسته ی متناوب با دوره تناوبT : است اگر 

)     , for All t0x (t)= x (t+T 

 

 را دوره ی تناوب اصلی می نامند0Tکوچکترین عددی باشد که رابطه ی فوق برای آن برقرار است 0Tاگر 

,…𝜋± 4,  𝜋2± =0Tx (t) = cos t  ,  مثال( 

0t   , T 0𝝎x (t) = cos 
2π

𝜔0
 )مثال  =

x (t) = 𝑐𝑜𝑠2𝜔0𝑡 = 1 + cos 2𝜔0 𝑡        𝑇 0=
𝜋

𝜔0
 )مثال

x (t) = cos t + cos 
2𝑡

3
 + sin 

𝑡

5
 )مثال

𝜋 ,=2 1T𝜋= 103, T 𝜋=32T 

 𝜋=300 Tها به دست می آید                               Tکل از ک.م.م  Tکه 

 x (t) =cos t . cos 2t  مثال( 
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x (t) = 
1

2
cos 3𝑡 +

1

2
cos 𝑡 

𝜋= 20 T                                   𝜋= 22 T,     
2𝜋

3
= 1 T 

 

 x[n] یک سیگنال متناوب است اکر 

]      for All n 0n+Nx [n] = x [ 

 x[n]= cos 
𝑛

3
 )مثال 

𝑁0= 
2𝜋
1

3

 =6𝜋 

x [n] = cos [ 𝜋𝑛2] 

x[n]= x[n+𝑁0]→ cos 𝜋(n+𝑁0)
2 

→ cos 𝜋 n2 =cos (𝜋𝑛2 + 2𝑛𝑁0𝜋 + 𝜋𝑁0
2=cos (𝜋𝑛2 + 𝜋𝑁0

2) 

 

_ cos(𝜽)= cos(𝜽+2k𝜋)                            𝜋𝑁0
2=2k  , k=±1 , ±2,… 

𝑁0 = 2 
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 (odd( و فرد )evenسیگنال های زوج )

 یک سیگنال زوج است اگر :                                                                 

x (t) = x(-t) 

x [t] = x [-n] 

 

 

 

 اگر:و فرد است 

x (t) =- x(-t)                               

   x (-t) = -x(t) 

x[n]= -x[-n] 

 قسمت های زوج و فرد یک سیگنال چنین تعریف میشود :

𝑥𝑒(𝑡) = 𝐸𝑣{𝑥(𝑡)} =
𝑥(𝑡) + 𝑥(−𝑡)

2
 

𝑥𝑜 = 𝑂𝑑𝑑{𝑥(𝑡)} =  
𝑥(𝑡) − 𝑥(−𝑡)

2
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 سیگنال های زیر را محاسبه کنید:مثال( قسمت های زوج و فرد 

 

 

1) x(t) =  𝑒𝑗𝜔0𝑡 

𝑥𝑒(𝑡) =
𝑒𝑗𝑡𝜔0 + 𝑒−𝑗𝑡𝜔0

2
= cos 𝑡𝜔0 

𝑥𝑜(𝑡) =  
𝑒𝑗𝑡𝜔0 − 𝑒−𝑗𝑡𝜔0

2
= 𝑗 sin 𝑡𝜔0 

 

2) 

→ →      

 

 

3)x (t)= {

1                               𝑡 > 0
𝑡                      − 1 < 𝑡 < 0
−𝑡 + 2            2 < 𝑡 < −1
0                            𝑡 > 2

} 
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x(-t)={

1                          𝑡 < 0
−𝑡                − 1 < 𝑡 < 0
−𝑡 + 2             0 < 𝑡 < 1
0                         𝑡 < −2

} 

{
 
 

 
 

1

2
                        𝑡 < −2

𝑡+3

2
            − 2 < 𝑡 < −1

1−𝑡

2
               − 1 < 𝑡 < 0

}
 
 

 
 

(t)=ex 

 کنید:مثال( قسمت های زوج و فرد سیگنال های زیر را محاسبه 

n[x] 

𝑥𝑒[−3] =
𝑥[−3] + 𝑥[3]

2
=
1

2
= 𝑥𝑒[3] 

𝑥𝑒[−2] = 0 = 𝑥𝑒[2] 

𝑥𝑒[−1] = 0 = 𝑥𝑒[1] 

[n]ex 𝑥𝑒[0] = 0  

𝑥𝑜[−3] =
1

2
𝑥𝑜[−2] = 1               

𝑥𝑜[−1] = −1𝑥𝑜[0] = 0𝑥𝑜[n] 

 

 تبدیل های متغیر مستقل:
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𝑡0در حوضه ی زمان به اندازه ی  x(t)از انتقال سیگنال  0t-x(t(سیگنال  > ایجاد میشود     اگر  0

𝑡0 > 𝑡0شیفت به راست و اگر  0 <  به چپ شیفت پیدا می کند که داریم: 0

 

1در حوضه ی زمان به اندازه ی  x(t)از تغییر مقیاس  x(∝t)سیگنال 

∝
 ایجاد میشود. 

|∝|اگر  >  فشرده و در غیر این صورت باز می شودباشد سیگنال  1

 )مثال

(1 

→ 

(2 

 

 

𝑥(𝛼𝑡سیگنال- + 𝛽)  از انتقال سیگنالx(t) ه یبه انداز−β و تغییر مقیاس عرضیβ  وتغییر افقی

1مقیاس سیگنال به اندازه ی 

𝛼
 حاصل میشود. 

−)𝑥به صورت زیر باشد مطلوب است:    x(t)مثال ( اگر 
  5  

2
𝑡 + 1) 
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 )حل

 

 

 

 سیگنال های پله ی واحد و ضربه و پله گسسته

 این چنین تعریف می شود:یک سیگنال ضربه ی واحد گسسته 

δ[𝑛] = {
1               𝑛 = 0
0               𝑛 ≠ 0

 

 

𝛿[𝑛 − 𝑛0]  مثال( 

 

 



 

13 

 

 خاصیت غربالی سیگنال ضربه:

𝑥[𝑛]. 𝛿[𝑛 − 𝑛0] = 𝑥[𝑛0]. 𝛿[𝑛 − 𝑛0] = {

𝑥[𝑛0]        𝑛 = 𝑛0

0               𝑛 ≠ 𝑛0

 

 )مثال

cos
𝑛2𝜋

4
𝛿[𝑛 − 3] = cos

9𝜋

4
𝛿[𝑛 − 3] =

√2

2
𝛿[𝑛 − 3] 

 

 )مثال

𝑥[𝑛] = ∑(−1)𝑘𝛿[𝑛 − 𝑘] = (−1)𝛿[𝑛 + 3] + 𝛿[𝑛 + 2] + (−1)𝛿[𝑛 + 1] + 𝛿[𝑛] + 

3

𝑘−3

 

+(−1)𝛿[𝑛 − 1] + 𝛿[𝑛 − 2] + (−1)𝛿[𝑛 − 3] 

 

 )مثال

𝑥[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 2𝑘] = ⋯+ 𝛿[𝑛 + 4] + 𝛿[𝑛 + 2] + 𝛿[𝑛] + ⋯

+∞

𝑘=−∞

 

 

 

 :سیگنال پله ی واحد گسسته چنین تعریف می شود
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𝑢[𝑛] = {
1        𝑛 ≥ 0

0        𝑛 < 0
 

 : بر حسب ضربه

𝑢[𝑛] = 𝛿[𝑛] + 𝛿[𝑛 − 1] +⋯ =∑𝛿[𝑛 − 𝑘] = ∑ 𝛿[𝑚]             (𝑚 = 𝑛 − 𝑘)

𝑚=−∞

+∞

𝑘=0

 

 

 : تابع ضربه ی پله

𝛿[𝑛] = 𝑢[𝑛] − 𝑢[𝑛 − 1] 

 

 تمرین : سیگنال های زیر را رسم کنید .

1) 𝑥[𝑛] = 𝑢[𝑛 + 3] − 𝑢[𝑛 − 3] 

2) 𝑥[𝑛] = 𝑢[3 − 𝑛] − 𝑢[𝑛 + 4] 

3) 𝑥[𝑛] = cos𝜋𝑛2 ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘]

4

𝑘=−6

 

4) 𝑥[𝑛] = 𝑢[𝑛 + 10] 𝑢[10 − 𝑛] 
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5) 𝑥[𝑛] = ∑ (−1)𝑘𝑢[𝑛 − 𝑘]

3

𝑘=−3

 

 ضربه ی واحدسیگنال های پله و 

 واحد پله و ضربه ی واحد چنین تعریف میشود: سیگنال

u(t) = {
1       𝑡 > 0

0       𝑡 < 0
 

 

 مثال ( سیگنال های زیر را رسم کنید :

1) 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 10) − 𝑢(𝑡 + 10) 

 

 

 

 

2) 𝑥(𝑡) = 𝑢(−𝑡 + 3) − 𝑢(𝑡 + 3) 
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3) 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡 − 3). 𝑢(t+3)       

 

 

 

 

 سیگنال ضربه ی واحد پیوسته

 چنین تعریف میشود:این سیگنال 

δ(𝑡) = {
+∞         𝑡 = 0

0             𝑡 ≠ 0
 

∫ δ(𝑡)𝑑𝑡 = 1
+∞

−∞

 

 تابع ضربه و تابع پله به این شکل است:روابط بین 

𝑢(𝑡) = ∫ 𝛿(𝑡’)𝑑𝑡’
+∞

−∞

𝛿(𝑡) =
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
 

 غربالی سیگنال ضربهخاصیت 

𝑥(𝑡) × 𝛿(𝑡 − 𝑡0) = 𝑥(𝑡0) × 𝛿(𝑡 − 𝑡0) 

 )مثال

1) sin 𝑡 . 𝛿(𝑡) = 0 .  𝛿(𝑡) = 0 
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2) sin 𝑡  .  𝛿 (𝑡 −
𝜋

2
) = 𝛿 (𝑡 −

𝜋

2
) 

 

 

 سیگنال های نمایی پیوسته

 یک سیگنال نمایی پیوسته به یکی از سه حالت زیر میباشد:

1)𝑥(𝑡) = 𝑐𝑒𝛼𝑡 

𝑐, 𝛼  دوعدد حقیقی اند 

 

 

 

 

2)𝑥(𝑡) = 𝑐𝑒𝑗𝜔0𝑡 

{

|𝑥(𝑡)| = 𝑐

∢ 𝑥(𝑡) = 𝜔0𝑡
{

𝑥𝑅(𝑡) = 𝑐 cos𝜔0𝑡

𝑥𝐼(𝑡) = 𝑐 sin𝜔0𝑡
 

 

3)𝑥(𝑡) = 𝑐𝑒𝛼𝑇𝑒𝑗𝜔0𝑡 

{

|𝑥(𝑡)| = 𝑐

∢ 𝑥(𝑡) = 𝜔0𝑡
{
𝑥𝑅(𝑡) = 𝑐 𝑒

𝛼𝑡 cos𝜔0𝑡

𝑥𝐼(𝑡) = 𝑐 𝑒
𝛼𝑡 sin𝜔0𝑡

 

 

 سیستم و خواص آن
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 یک سیستم فرآیندی است که یک یا چند ورودی را به یک یا چند خروجی تبدیل میکند

 

 

y(t)=T{𝑥(𝑡)} 

 

 

 خواص سیستم ها:

به مقدار خروجی آن در هر لحظه حافطه دار بودن: سیستم بودن حافظه سیستمی است که  (1

 خروجی وابسته باشد ) به گذشته وابسته نباشد (

 سلف و خازن جزء سیستم های حافظه دارند ولی مقاوت یک سیستم بدون حافظه است

}مقاومت

𝑣(𝑡) = 𝑅𝑖(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝑅𝑥(𝑡)
 

{
 
 

 
 𝑣(𝑡) =

1

𝑐
∫ 𝑖(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

𝑦(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑥(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

 خازن

{
 
 

 
 𝑣(𝑡) = 𝑙

𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡

𝑦(𝑡) = 𝑙
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑙 lim

∆→0

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − ∆)

∆

 سلف

 

 مثال یک سیستم حافظه دار:
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𝑦[𝑛] =
1

𝑚 + 1
∑[𝑛 − 𝑘]

𝑚

𝑘=0

=
1

𝑚 + 1
(𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 1] +⋯+ 𝑥[𝑛 −𝑚]) 

 *اگر داخل پرانتز ها ویا کروشه ها عملیات ریاضی انجام شده باشد سیستم حافظه دار است .

 

حال سیستم علی سیستمی است که خروجی آن در هر لحظه فقط وابسته به مقادیر علّی بودن:  (2

و گذشته ی ورودی باشد و به آینده وابسته نباشد )در واقعیت هیچ سیستمی به آینده وابسته 

 نیست(

 کلیه ی سیستم های بدون حافظه علی اند

 مثال برای سیستم غیر علی:

𝑦[𝑛] =
1

2𝑚 + 1
∑𝑥[𝑛 − 𝑘]

𝑚

=
1

2𝑚 + 1
(𝑥[𝑛 +𝑚] +⋯) 

 

 تا تعیین کرد.سیستمی که بتوان از خروجی آن ورودی را به طور یک وارون پذیری : (3

 

 مثال(

1) 𝑦(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑥(𝑡′)𝑑′

وارون
⇒  

𝑡

−∞

𝑥(𝑡′) = 𝑐
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
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2) 𝑦(𝑡) = 𝑙
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
⇒ 𝑥(𝑡) =

1

𝑐
∫ 𝑦(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

 وارون پذیر

𝑥(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑦(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

+ 𝐶             وارون پذیر نیست 

3)𝑦[𝑛] = 𝑥2[𝑛] → 𝑥[𝑛] = ±√𝑦[𝑛] 

 : مثال نقض

𝑥1[𝑛] = 1 →  𝑦1[𝑛] = 1 

𝑥2[𝑛] = −1 →  𝑦2[𝑛] = 1 

4) 𝑦(𝑡) = sin 𝑥(𝑡) 

𝑥(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛−1𝑦(𝑡) + 2𝑘𝜋                     𝑦(𝑡) = 0 → 𝑥(𝑡) = 0 ± 𝜋 , ±2𝜋 

 

پایدار بودن: سیستمی پایدار است که از ورودی ها با دامنه ی محدود ، خروجی با دامنه ی  (4

 محدود تولید کند .

|𝑥(𝑡)| < 𝐵𝑥 → |𝑦(𝑡)| < 𝐵𝑦 

xB وy B دو عدد محدود 

 مثال(

1)𝑦(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑥(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

 

𝑥(𝑡) مثال نقض = 1 → 𝑦(𝑡) =
1

𝑐
∫ 𝑑𝑡′
𝑡

−∞

→ +∞ 

2) 𝑦(𝑡) =
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) مثال نقض = 𝑢(𝑡) → 𝑦(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

تغییر پذیری با زمان: سیستمی است که به ازای ورودی های یکسان در زمان های مختلف  (5

 خروجی های یکسان در زمان های مختلف تولید کند.

𝑥(𝑡) → 𝑦(𝑡) 

𝑥2(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 𝑡0 → 𝑦2(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 𝑡0) 
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 مثال( تغییر پذیری یا نا پذیری سیستم های زیر را بررسی کنید .

1) 𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡′)𝑑𝑡′
𝑡

−∞

 

𝑥2(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 𝑡0) → 𝑦2(𝑡) = ∫ 𝑥2(𝑡
′)𝑑𝑡′

𝑡

−∞

= ∫ 𝑥2(𝑡
′ − 𝑡0)𝑑𝑡

′
𝑡

−∞

 

𝑦(𝑡 − 𝑡0) = ∫ 𝑥(𝑡′)𝑑𝑡′ =
𝑡−𝑡0

−∞

∫ 𝑥(
𝑡

−∞

𝑡" − 𝑡0)𝑑𝑡" = 𝑦2(𝑡) 

𝑡" = 𝑡′ + 𝑡0 

 

2) 𝑦(𝑡) =
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 

𝑥2(𝑡) = 𝑥(𝑡 − 𝑡0)𝑦2(𝑡) =
𝑑𝑥2(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥(𝑡 − 𝑡0)

𝑑𝑡
 

𝑦(𝑡 − 𝑡0) =
𝑑𝑥(𝑡 − 𝑡0)

𝑑𝑡
= 𝑦2(𝑡) 

 تغییر پذیری یا ناپذیری سیستم زیر را بررسی کنید . تمرین(

𝑦(𝑡) = 𝑥(2𝑡) 
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 خطی بودن : یک سیستم خطی است اگر سیستم همگن و جمع پذیر باشد: (6

𝑥1(𝑡) → 𝑦1(𝑡) 

𝑥2(𝑡) → 𝑦2(𝑡) 

𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡) → 𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡) 

𝑎𝑥1(𝑡) → 𝑎𝑦1(𝑡) 

𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡) → 𝑎𝑦1(𝑡) + 𝑏𝑦2(𝑡) 

 مثال( خطی بودن سیستم های زیر را بررسی کنید:

1) 𝑦[𝑛] = 𝑛2𝑥[𝑛] 

𝑥1[𝑛] → 𝑦1 = 𝑛
2𝑥1[𝑛] 

𝑥2[𝑛] → 𝑦1 = 𝑛
2𝑥2[𝑛] 

𝑥3[𝑛] = 𝑎𝑥1[𝑛] + 𝑏𝑥2[𝑛] → 𝑦3 = 𝑛
2𝑥3[𝑛] 

 خطی است

2) 𝑦(𝑡) = 𝑥2(𝑡) 

𝑥1(𝑡) = 1 → 𝑦1(𝑡) = 1  

𝑥2(𝑡) = 3𝑥 1(𝑡) → 𝑦2(𝑡) =  همگن نیست                                                                 9

 

3) 𝑦(𝑡) = 𝑅𝑒{𝑥(𝑡)}                𝑥(𝑡) = 1 → 𝑦(𝑡) = 1  

𝑥2(𝑡) = 𝑗. 𝑥(𝑡) → 𝑦2(𝑡) =  همگن نیست                                                                   0
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 را بررسی کنید:تمرین( خطی بودن سیستم های زیر 

1)𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 1  

2)𝑦(𝑡) = log10 𝑥(𝑡) 
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 فصل دوم

 LTIسیستم های 

 قضیه ی کانولوشن:

 هر سیگنال گسسته را می توان برحسب مجموع توابع ضربه نوشت. 

 برای مثال سیگنال زیر رل در نظر بگیرید:

 

𝑥[𝑛] = ⋯+ 𝛿[𝑛 + 2] + 2𝛿[𝑛 + 1] − 𝛿[𝑛] +
1

2
𝛿[𝑛 − 2] +⋯ = 

…𝑥[−2]𝛿[𝑛 + 2] + 𝑥[−1]𝛿[𝑛 + 1] + 𝑥[0]𝛿[𝑛] + 𝑥[1]𝛿[𝑛 − 1] +⋯

= ∑ 𝑥[𝑘] 𝛿[𝑛 − 𝑘]

+∞

𝑘=−∞

 

 

𝛿[𝑛 − 𝑘]
 خروجی
→   ℎ[𝑛 − 𝑘] 

𝑥[𝑘] 𝛿[𝑛 − 𝑘]
 خروجی
→    𝑥[𝑘] ℎ[𝑛 − 𝑘] 

𝑥[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑘] 𝛿[𝑛 − 𝑘] → ∑ 𝑥[𝑛] ℎ[𝑛 − 𝑘] = 𝑦[𝑛]

+∞

𝑘=−∞

+∞

𝑘=−∞

 

𝑦[𝑛] جمع کانولوشن ∗ ℎ[𝑛] 
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 مثال( کانولوشن زیر را حساب کنید:

 

 )حل   

 

 

𝑦[−3] = ∑ 𝑥[𝑘]ℎ[−3 − 𝑘]

+∞

𝑘=−∞

= 0 

ℎ[−2 − 𝑘] 

𝑦[−2] = 0            ℎ[−1] = 1                𝑦[0] = 1 

h[-k] 

y[1-k]                y[1]=2 
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 برای محاسبه ی کانولوشن میتوان مراحل زیر را طی نمود:

1- x [k] و  h[k].رارسم می کنیم 

2- h [-k]  را رسم نموده وبه اندازه ی د شیفت میدهیم تاh[n-k] .به دست آید 

3- x [k]  وh[n-k]  را در هم ضرب کرده  و مجموع حاصلضرب را به دست می آوریم تاy[n]  به

 دست آید

 مثال( کانولوشن های زیر را محاسبه کنید:

1) 𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ 𝛿[𝑛 − 2] 

𝑦[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑘] ℎ[𝑛 − 𝑘] =

∞

𝑘=−∞

∑ 𝑥[𝑘] ℎ[𝑛 − 𝑘 − 2] =

∞

𝑘=−∞

∑ 𝑥[𝑛 − 2] ℎ[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=−∞

=𝑥[𝑛 − 2] ∑  ℎ[𝑛 − 𝑘] =

∞

𝑘=−∞

𝑥[𝑛 − 2] 

𝒙[𝒏] ∗ 𝜹[𝒏 − 𝒏𝟎] = 𝒙[𝒏 − 𝒏𝟎] 

2) 𝑥[𝑛] = (
1

2
)𝑛 𝑢[𝑛]                      𝑥[𝑛] =  (

1

3
)𝑛 𝑢[𝑛] 

 

𝑦[𝑛] = 0             𝑛 ≤ −1                                         𝑦[0] = 1 

𝑦[1] =
1

2
+
1

3
                                                            𝑦[2] =

1

4
+
1

2
+
1

3
+
1

9
 

𝑦[𝑛] = ∑ (
1

2
)𝑘𝑢[𝑘] (

1

3
)𝑛−𝑘𝑢[𝑛 − 𝑘]

+∞

𝑘=−∞

 

(
1

3
)𝑛 ∑ (

3

2
)𝑘𝑢[𝑘]   ,    𝑛 ≥ 0

+∞

𝑘=−∞
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(
1

3
)𝑛∑(

3

2
)𝑘

𝑛

𝑘=0

 

3) 𝑥[𝑛] = (
1

2
)𝑛𝑢[𝑛]                    ℎ[𝑛] = 3𝑛𝑢[−𝑛] 

 

𝑛 < 0 → 𝑦[𝑛] = ∑ (
1

2
)𝑘𝑢[𝑘]3𝑛−𝑘𝑢[−𝑛 + 𝑘]

+∞

𝑘=−∞

 

= 3𝑛 ∑ (
1

6
)𝑘

+∞

𝑘=−∞

= 3𝑛 ×
1

1 −
1

6

 

𝑛 ≥ 0 → 3𝑛 ×∑(
1

6
)𝑘

+∞

𝑘=𝑛

 

 کانولوشن های زیر را محاسبه کنید: تمرین (

1) 𝑥[𝑛] = (
1

2
)𝑛𝑢[𝑛]                        ℎ[𝑛] = 𝑢[𝑛 + 10] − 𝑢[𝑛 − 10] 

2) 𝑥[𝑛] = 𝑢[𝑛] − 𝑢[𝑛 − 40]         ℎ[𝑛] = 𝑢[𝑛 + 10] + 𝑢[𝑛 − 10] 
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 قضیه ی کانولوشن برای سیگنال های پیوسته:

 هر سیگنال پیوسته برحسب تابع ضربه بصورت زیر قابل نمایش است . 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏) 𝛿(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

 

𝑥(𝑡) → 𝐿𝑇𝐼 سیستم → 𝑦(𝑡) 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏) ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑥(𝑡) × ℎ(𝑡)
+∞

−∞

 

 ی زیر را محاسبه کنید:اکانولوشن ه

1) 𝑥(𝑡) = 𝑒−2𝑡𝑢(𝑡) 

ℎ(𝑡) = 𝑒−3𝑡𝑢(𝑡) 

 حل(

1- 𝑥(𝜏)و ℎ(𝜏) را رسم می کنیم 

2- ℎ(𝜏) را نسبت به محور عمودی قرینه کرده و به ازایt  شیفت می دهیم تاℎ(𝑡 − 𝜏)  به دست

 آید. 

3- 𝑥(𝜏) وℎ(𝑡 − 𝜏) را در هم ضرب کرده و از حاصلضرب انتگرال بگیرید تاy(t) به دست آید 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑒−2𝜏
+∞

−∞
𝑢(𝜏)𝑒−3(𝑡−𝜏)𝑢(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 
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 تمرین (

𝑥(𝑡) = 2[𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡 − 2)]          ℎ(𝑡) = 𝑒𝑡𝑢(−𝑡) 
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 خواص کانولوشن:

 جابجایی: (1

𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) = ℎ(𝑡) ∗ 𝑥(𝑡) 

∫ 𝑥(𝜏) ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =  ∫ 𝑥(𝑡 − 𝜏) ℎ(𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

+∞

−∞
 

 شرکت پذیری:  (2

𝑥(𝑡) ∗  [ℎ1(𝑡) ∗ ℎ2(𝑡)] = [𝑥(𝑡) ∗ ℎ1(𝑡)] ∗ ℎ2(𝑡) 

 توزیع پذیری: (3

𝑥[𝑛] ∗ ℎ𝑖{ℎ1[𝑛] + ℎ2[𝑛]} = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ1[𝑛] + 𝑥[𝑛] ∗ ℎ2[𝑛] 
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 LTIخواص سیستم های 

 حافظه دار بودن  (1

𝑦[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑛 − 𝑘] ℎ[𝑘] =

+∞

𝑘=−∞

 

= ⋯+ 𝑥[𝑛 − 2] ℎ[2] + 𝑥[𝑛 − 1] ℎ[1] + 𝑥[𝑛] ℎ[0] + 𝑥[𝑛 + 1] ℎ[−1]

+ 𝑥[𝑛 + 2] ℎ[−2] + ⋯ 

 : سیستم بدون حافظه

𝑦[𝑛] = 𝐴𝑥[𝑛] → ℎ[𝑛] {
0                𝑛 ≠ 0

𝐴                𝑛 = 0
 

{

ℎ[𝑛] = 𝐴𝛿[𝑛]

ℎ(𝑡) = 𝑎𝛿(𝑡)
 

ستمی که خروجی آن به ورودی وابسته نباشد )ضریب مولفه ها آینده ی آن صفر علی بودن: سی (2

 باشد(.

{
ℎ[𝑛] = 0          𝑛 < 0

ℎ(𝑡) = 0           𝑡 < 0
 

 )مثال

ℎ[𝑛] =
𝑢[𝑛 − 1]

𝑛
 

 سیستمی پایدار است که در آن پایداری:  (3

|𝑥[𝑛]| < 𝐵𝑥 → |𝑦[𝑛]| < 𝐵𝑦 

𝑦[𝑛] = ∑ |𝑥[𝑛 − 𝑘] ℎ[𝑘]|

+∞

𝑘=−∞ 

≤ ∑ |𝑥[𝑛 − 𝑘]||ℎ[𝑘]|

+∞

𝑘=−∞

 

≤ 𝐵𝑥 ∑ |ℎ[𝑘]|+∞
𝑘=−∞ 𝐵𝑦 ⇒∑ |ℎ[𝑛]| <

𝐵𝑦

𝐵𝑥

+∞
𝑘=−∞ا 
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آن است که پاسخ ضربه ی آن مطلقا جمع پذیر )انتگرال پذیر(  LTIشرط لازم و کافی یک سیستم 

 باشد.

∑ |ℎ[𝑛]|

+∞

𝑘=−∞

< 𝑚     ,     ∫ |ℎ(𝑡)|𝑑𝑡 < 𝑚
+∞

−∞

 

 )مثال

ℎ[𝑛] =
𝑢[𝑛 − 1]

𝑛
 

∑ |ℎ[𝑛]| = 1 +
1

2
+
1

3
+⋯ → ناپایدار            ∞+

+∞

𝑛=−∞

 

 

 

ℎ(𝑡 = 𝑡(𝑢(𝑡 + 2)) 

∫ |𝑡 𝑢(𝑡 + 2|𝑑𝑡
+∞

−∞

= −∫ 𝑡𝑑𝑡
0

−2

+∫ 𝑡𝑑𝑡
+∞

0

→ +∞ 

 

 تابع دوپلت و سایر توابع ویژه:

 تابع دوپلت مشتق تابع ضربه است

 

𝛿(t) ≜ 𝑢(𝑡) 

𝑢1(𝑡) ≜
𝑑𝛿(𝑡)

𝑑𝑡
 

𝑥(𝑡) ∗  𝑢1(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗
𝑑𝛿(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) ∗ 𝛿(𝑡) =

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 

𝑢𝑘(𝑡) ≜
𝑑𝑘𝛿(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
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 )مثال

𝑥(𝑡) = cos 𝑢(𝑡)     ,    ℎ(𝑡) = 𝑢(𝑡) 

𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) =? 

𝑦(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
[− sin 𝑡𝑢(𝑡) + cos 𝑡 𝛿(𝑡)] 

𝑦(𝑡) = −𝑠𝑖𝑛𝛿(𝑡) − cos 𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑢(𝑡) 

𝑢(𝑡) ≜ 𝑢−1(𝑡) = ∫ 𝛿(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

 

𝑢−2 = ∫ 𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

= 𝑡 𝑢(𝑡) 
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 فصل سوم

از توابع پایه با ویژگی های زیر می تواند بیان ورودی برحسب یک سری LTIسری فوریه سیگنال های 

 سودمند باشد .

 دسته ی بزرگی از سیگنال ها را می توان برحسب این توابع نوشت .  -

 خروجی این سیستم به سادگی به دست می آید. -

 ا در نظر بگیرید . یک دسته از این توابع پایه سیگنال های نمایی هستند . برای مثال سیگنال های زیر ر

𝑥(𝑡) = 𝑒𝑗𝜔𝑡 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡 − 𝜏) ℎ(𝜏)𝑑𝜏 =
+∞

−∞

∫ 𝑒𝑗𝜔𝑡ℎ(𝜏)𝑑𝜏 =
+∞

−∞

𝑒𝑗𝜔𝑡∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡ℎ(𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

=  𝑥(𝑡)𝐻(𝑗𝜔0) 

𝐻(𝑗𝜔) ≜  ∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡ℎ(𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

 تبدیل فوریه پیوسته

 

 

𝑥[𝑛] = 𝑧0
𝑛یک عدد مختلط دلخواه 𝑧0  

𝑦[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑛 − 𝑘] ℎ[𝑘] =

+∞

𝑘=−∞

∑ 𝑧0
𝑛−𝑘

+∞

𝑘=−∞

ℎ[𝑘] = 𝑧0
𝑛 ∑ ℎ[𝑘]

+∞

𝑘−∞

𝑧0
−𝑘 = 𝑥[𝑛] 𝐻[𝑧0 ] 

𝐻[𝑧] ≜ ∑ ℎ[𝑘]

+∞

𝑘=−∞

𝑧−𝑘                 𝑧تبدیل 

 را به صورت مجموع یک سری از توابع نمایی بصورت زیر نوشت:  x(t)بنابرین میتوان  

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘

+∞

𝑘=−∞

𝑒𝑗𝜔0𝑡سری فوریه پیوسته 
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𝑦(𝑡) = ∑ 𝑎𝑘

+∞

𝑘=−∞

𝐻(𝑗𝑘𝜔)𝑒𝑗𝑘𝑡𝜔0  

فوریه موقعی که سیگنال به صورت مجموعی از سیگنال ها است از روابط  برای محاسبه ی ضرایب سری

 زیر استفاده می کنیم:

cos 𝜃 =
𝑒𝜃𝑗 + 𝑒−𝜃𝑗

2
sin 𝜃 =

𝑒𝜃𝑗 + 𝑒−𝜃𝑗

2𝑗
 

 مثال ( سیگنال زیر را در نظر بگیرید: 

𝑥(𝑡) =
1

3
+
−1

2
sin 𝑡 −

1

4
cos 3𝑡 +

1

8
cos(5𝑡 + 45°) 

𝑇0 = 2𝜋                          𝜔0 =
2𝜋

𝑇0
= 1 

1

3
+
1

4𝑗
𝑒𝑗𝜔 −

1

4𝑗
𝑒−𝑗𝜔 −

1

8
𝑒−3𝑗𝜔 +

1

16
𝑒𝑗45. 𝑒𝑗5𝑡 +

1

16
𝑒−𝑗45. 𝑒−𝑗5𝑡 

= ∑ 𝑎𝑘

+∞

𝑘=−∞

𝑒𝑗𝑘𝑡 

1

3
= 𝑎𝑘𝑒

𝑗𝑘𝑡 → 𝑘 = 0 , 𝑎0 =
1

3
 

𝑎−1 =
−1

4𝑗
𝑎3 = 𝑎−3 =

−1

8
𝑎5 =

1

16
𝑒𝑗45𝑎−5 =

1

16
𝑒−𝑗45 

 

 در حالت کلی ضرایب سری فوریه یک سیگنال متناوب از رابطه ی زیر به دست می آید:

𝑎𝑘 ≜
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇0

 

 مثال( ضرایب سری فوریه قطار پالس زیر را محاسبه کنید .
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𝑎𝑘 ≜
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇0

 

𝑎𝑘 ≜
1

𝑇0
∫ (1)𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡
𝑇 

−𝑇

 

𝑎𝑘 =
1

𝑇0
.
−1

𝑗𝑘𝜔
. 𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡 |

𝑇

−𝑇
=

1

𝑗𝑘
2𝜋

𝑇0
 𝑇
. 2𝑗 sin 𝑘𝜔0𝑇 

 

sin 𝑘
2𝜋

𝑇0
𝑇

𝑘𝜋
2𝑇

𝑇0

.
2𝑇

𝑇0
=
2𝑇

𝑇0
 𝑠𝑖𝑛𝑐 (

2𝑇𝑘

𝑇0
) 

 

𝑥(𝑡) ∗ 𝑢−1(𝑡) = ∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

−∞

 

 شرایط همگرایی سری فوریه )شرایط دریکله(:

1- x (t)در یک دوره ی متناوب مطلقا انتگرال پذیر باشد. 

 

 در یک دوره ی تناوب محدود باشد.  min , maxمقدار  -2

 

 در یک دوره ی تناوب محدود باشد. x(t)تعداد ناپیوستگی  -3
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فوریهخواص سری   

 خطی بودن (1

𝑥1(𝑡)
𝐹𝑠
↔𝑎𝑘  , 𝑇0𝑥2(𝑡)

𝐹𝑠
↔𝑏𝑘  , 𝑇0 

𝛼𝑥1(𝑡) + 𝛽𝑥2(𝑡)
𝐹𝑠        
↔  𝛼 𝑎𝑘 + 𝛽𝑏𝑘    ,  𝑇0 

 انتقال زمانی (2

𝑥(𝑡)
𝐹𝑠        
↔  𝑎𝑘  

𝑥(𝑡 − 𝑡0)
𝐹𝑠        
↔  𝑏𝑘 = 𝑎𝑘𝑒

−𝑗𝑘𝜔0𝑡0 

𝑏𝑘 =
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡 − 𝑡0)
𝑇0

𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡  , 𝑡’ = 𝑡 − 𝑡0 

=
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡’)
𝑇0

𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡’𝑑𝑡’ = 𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡0  .  
1

𝑇0
∫ 𝑥(𝑡’)
𝑇0

𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡’𝑑𝑡’ 

 

 (مثال

𝑥(𝑡) = cos 3𝑡 =
1

2
𝑒3𝑗𝜔 +

1

2
𝑒−3𝑗    ,   𝑎1 = 𝑎−1 =

1

2
 

𝑥(𝑡 − 2) = cos 3(𝑡 − 2) = cos(3𝑡 − 6) =
1

2
𝑒3𝑗𝜔. 𝑒−6𝑗 +

1

2
𝑒−3𝑗𝑡 . 𝑒6𝑗  

𝑏1 =
1

2
. 𝑒−6𝑗    , 𝑏−1 =

1

2
  . 𝑒6𝑗 

𝑏1 = 𝑎𝑘𝑒
−𝑘𝑗6 

𝑏1 = 𝑎1𝑒
−𝑗6 

𝑏−1 = 𝑎−1𝑒
𝑗6 
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 ( ضرایب سری فوریه سیگنال زیر را حساب کنید. تمرین
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 وارون پذیری زمانی: (3

𝑥(𝑡)
𝐹𝑠
↔ 𝑎𝑘 

𝑥(−𝑡)
𝐹𝑠
↔ 𝑏𝑘 = 𝑎−𝑘  

 زوج باشد :  x(t)اگر 

𝑥(𝑡) = 𝑥(−𝑡)
𝐹𝑠
↔𝑎𝑘 = 𝑎−𝑘 

 فرد باشد : x(t)اگر 

𝑥(𝑡) = −𝑥(−𝑡)
𝐹𝑠
↔𝑎𝑘 = −𝑎−𝑘 

 تغییر مقیاس در حوزه ی زمان : (4

𝑥(𝛼𝑡)
𝐹𝑠
↔ 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘    ,    𝜔1 = 𝛼𝜔0 

𝑥(𝛼𝑡) =∑𝑎𝑘 . 𝑒
𝑘𝑗𝜔0𝑡𝛼 =∑𝑎𝑘 . 𝑒

𝑘𝑗𝜔1𝑡 

𝑥(𝑡) = cos 𝑡 
𝐹𝑠
↔𝑎1 = 𝑎−1 =

1

2
  , 𝜔0 = 1 

𝑥(5𝑡) = cos 5𝑡
𝐹𝑠
↔𝑎1 = 𝑎−1 =

1

2
  , 𝜔0 = 5 

 مزدوج گیری (5

𝑥∗(𝑡)
𝐹𝑠
↔𝑎−𝑘

∗ 𝑎𝑘 =
2𝑇

𝑇0
𝑠𝑖𝑛𝑐 (

12𝑘𝑇

𝑇0
) 

𝑥(𝑡) = 𝑥∗(𝑡) = 𝑎𝑘 = 𝑎−𝑘
∗ →

2𝑇

𝑇0
 sinc (

−2𝑘𝑇

𝑇0
) =

2𝑇

𝑇0
𝑠𝑖𝑛𝑐 

2𝑘𝑡

𝑇0
 

 زوج باشد :   x(t) اگر 

𝑎𝑘 = 𝑎−𝑘
∗  

𝑎𝑘 = 𝑎−𝑘 

𝑎𝑘 = 𝑎𝑘
∗  

 در این صورت ضرایب سری فوریه حقیقی و زوج میشوند
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 فرد باشد:  x(t) اگر 

𝑎𝑘 = 𝑎−𝑘
∗  

𝑎−𝑘 = −𝑎𝑘
∗  

𝑎𝑘 = −𝑎𝑘
∗  

 در این صورت ضرایب سری فوریه موهومی خالص و فرد هستند.

𝑥(𝑡) = 𝐴 sin𝜔0 𝑡                  𝑎1 = 𝑎−1 =
−𝐴

2𝑗
 

 پارسوال : توانقضیه ی  (6

𝐹∞ =
1

𝑇0
∫ |𝑥(𝑡)|2

𝑇0

𝑑𝑡 =  ∑ |𝑎𝑘|
2

+∞

𝑘=−∞

 

 

  



 

42 

 

 

 فصل چهارم 

 تبدیل فوریه پیوسته

 تبدیل فوریه ی یک سیگنال پیوسته و عکس آن چنین تعریف میشود:

𝑋(𝑗𝜔) ≜ ∫ 𝑥(𝑇)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

 

𝑥(𝑡) ≜
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)
+∞

−∞

𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 

 مثال( تبدیل فوریه ی سیگنال های زیر را به دست آورید :

1)𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) , 𝑎 > 0 

 

 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡
+∞

0

=
1

𝑎 + 𝑗𝜔
𝑒−(𝑎+𝑗𝜔)𝑡 |

+∞

0
= 𝑎 + 𝑗𝜔 

|𝑋(𝑗𝜔| =
1

√𝑎2 +𝜔2
 

 

|𝑋(𝑗𝜔)| =
√2

2
|𝑋(𝑗𝜔)|

𝑚𝑎𝑥
→

1

√𝑎2 +𝜔2
=
√2

2𝑎
     →  ∢𝑋(𝑗𝜔) = − tan−1

𝜔

𝑎
 

 

 

 

2) 𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

𝑋(𝑗𝜔) = ∫ 𝛿(𝑡)
+∞

−∞

𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = 1 
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 تمرین ( تبدیل فوریه سیگنال های زیر را به دست آورید:

 

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎|𝑡|   ,   𝑎 > 0 

 

𝑥(𝑡) = {
1           |𝑡| < 𝑇

0           |𝑡| > 𝑇
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 مثال ( عکس تبدیل فوریه ی سیگنال های زیر را محاسبه کنید:

𝑋(𝑗𝜔) = {

1               |𝜔| < 𝜔𝐶

0               |𝜔| > 𝜔𝐶

 

𝑥(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
𝜔𝑐

−𝜔𝑐

=
1

2𝜋𝑗𝑡
𝑒𝑗𝜔𝑡 |

𝜔𝑐

𝜔−𝑐

=
sin𝜔𝑐𝑡

𝜋𝑡
 

 

 

 

 تبدیل فوریه ی سیگنال های متناوب:

𝑋(𝑗𝜔)فرض کنید   = 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

𝑥(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0)𝑒

𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
+∞

−∞

= 𝑒𝑗𝜔0𝑡 

𝑒𝑗𝜔0𝑡 ↔ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

𝑒𝑗𝜔0𝑡 ↔ 2𝜋𝛿(𝜔 − 𝜔0) 

𝑎𝑘  𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡 ↔2𝑎𝑘𝜋𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0) 

∑ 𝑎𝑘𝑒
𝑗𝑘𝜔0𝑡

+∞

𝑘=−∞

↔ ∑ 𝑎𝑘2𝜋𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0)

+∞

𝑘=−∞

 

 مثال( تبدیل فوریه ی سیگنال زیر حساب کنید:

𝑥(𝑡) = ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑘𝑡0) =
1

𝑇0
∑ 𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑡
+∞

𝑘=−∞

+∞

𝑘=−∞

 

𝑋(𝑗𝜔) =
2𝜋

𝑇0
∑ 𝛿(𝜔 − 𝑘𝜔0)     , 𝜔0 =

2𝜋

𝑇

+∞

𝑘=−∞
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 خواص تبدیل فوریه ی پیوسته:

 خطی بودن: (1

𝑥1(𝑡)
       𝐹     
↔    𝑋1(𝑗𝜔) 

𝑥2(𝑡)
        𝐹     
↔    𝑋2(𝑗𝜔) 

𝑎𝑥1(𝑡) + 𝑏𝑥2(𝑡)
𝐹𝑠
↔𝑎𝑋1(𝑗𝜔) + 𝑏𝑋2(𝑗𝜔) 

 انتقال زمانی:  (2

𝑥(𝑡 − 𝑡0)
       𝐹     
↔    𝑒−𝑗𝜔. 𝑋(𝑗𝜔) 

 را به دست آورید:ل ( تبدیل فوریه ی سیگنال زیر مثا

 

 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)                                                       𝑦(𝑗𝜔) =
2 sin𝜔𝑡

𝜔
 

 

 

𝑥1(𝑡) = 𝑦 (𝑡 −
3

2
) , 𝑇 =

3

2
 

𝑋1(𝜔𝑗) = 𝑒
−
3

2
𝑗𝜔𝑦(𝑗𝜔) 

𝑋1(𝜔𝑗) = 𝑒
−
3

2
𝑗𝜔
sin

3

2
𝜔

𝜔
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𝑥2(𝑡) = 𝑦(𝑡 − 2.5)  ,    𝑇 =
1

2
 

𝑋2(𝜔𝑗) = 2𝑒
−2.5𝑗𝜔

sin
1

2
𝜔

𝜔
 

 :زمانیوارون سازی  (3

𝑥(−𝑡)
         𝐹          
↔       𝑋(−𝑗𝜔) 

 تغییر مقیاس در حوزه زمان: (4

𝑥(𝛼𝑡)
        𝐹           
↔      

1

|𝛼|
. 𝑋(𝛼𝑗𝜔) 

𝑥(𝑡)(مثال = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋(𝑗𝜔) =

1

𝑗𝜔 + 1
 

𝑥(6𝑡) = 𝑒−6𝑡𝑢(6𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋(𝑗𝜔) =

1

𝑗𝜔 + 6
 

 مزدوج گیری :  (5

𝑥∗(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋∗(−𝑗𝜔) 

 حقیقی باشد:  x(t)اگر 

𝑥(𝑡) = 𝑥∗(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋(𝑗𝜔) = 𝑋∗(−𝑗𝜔) 

 اگر سیگنال زوج باشد: 

|𝑋(𝑗𝜔)| = |𝑋(−𝑗𝜔)| 

 و اگر فرد باشد:

∢𝑋(𝑗𝜔) = −∢𝑋(−𝑗𝜔) 

 

⇒𝑥(𝑡) = 𝑥𝑒(𝑡) +𝑥𝑜(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋(𝑗𝜔) = 𝑋𝑅(𝑗𝜔) + 𝑗𝑋𝐼(𝑗𝜔) 

𝑥𝑒(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋𝑅(𝑗𝜔) 
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𝑥𝑜(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑗𝑋𝐼(𝑗𝜔) 

 

 )مثال

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡)
         𝐹          
↔      𝑋(𝑗𝜔) =

1

𝑗𝜔 + 𝑎
 

𝑥𝑒(𝑡) =
𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡)

2

         𝐹          
↔      𝑋𝑅(𝑗𝜔) =

𝑎

𝑎2 +𝜔2
 

 مشتق و انتگرال گیری: (6

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

         𝐹          
↔      𝑗𝜔𝑋(𝑗𝜔) 

𝑣(𝑡) = 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)

𝑑𝑡

         𝐹          
↔      𝑣(𝑗𝜔) = 𝑗𝜔𝐿𝐼(𝑗𝜔) 

∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
         𝐹          
↔      

𝑡

−∞

𝑋(𝑗𝜔)

𝑗𝜔
+ 𝜋. 𝑋(0) . 𝛿(𝜔) 

 تمرین( تبدیل فوریه ی سیگنال های زیر را حساب کنید:

 

𝑥(𝑡) =
𝑡

𝑇
[𝑢(𝑡 + 𝑇) − 𝑢(𝑡 − 𝑇)] 
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 قضیه ی انرزی پارسوال: (7

𝐸 = ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡 =
1

2𝜋
∫ |𝑋(𝑗𝜔)|2𝑑𝜔
+∞

−∞

+∞

−∞

 

 مطلوب است:مثال ( برای سیگنال های زیر 

 

 

 

𝐸𝑖 = ∫ |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡    
+∞

−∞

    ,            𝐷𝑖 =
𝑑𝑥𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
|

𝑡 = 0

 

𝐸1 =
1

2𝜋
∫ |𝑋1(𝑗𝜔)|

2𝑑𝜔
+∞

−∞

=
1

2𝜋
. 2 (
𝜋

2
+
1

4
 .
𝜋

2
) =

5

8
 

𝐸2 =
1

2𝜋
 . 2𝜋 = 1 

𝑥(𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
+∞

−∞

 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
=
1

2𝜋
∫ 𝑗𝜔. 𝑋(𝑗𝜔)𝑒𝑗𝜔𝑡𝑑𝜔
+∞

−∞

 

𝐷1 = 0 

𝐷2 =
1

2𝜋
 . 2 ∫ 𝑗𝜔 𝑑𝜔 =

+∞

−∞

𝑗
𝜋

2
 

 قضیه ی کانولوشن:  (8

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡) 

𝑌(𝑗𝜔) = 𝑋(𝑗𝜔). 𝐻(𝑗𝜔) 

 

𝐻(𝑗𝜔) =
𝑌(𝑗𝜔)

𝑋(𝑗𝜔)
 پاسخ فرکانس سیستم
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𝐻(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑋(𝑠)
 تابع تبدیل شبکه

 

 

 مثال( کانولوشن زیر ر ا حساب کنید:

𝑥(𝑡) =
sin𝜔1𝑡

𝜋𝑡
    ,      ℎ(𝑡) =

sin𝜔2𝑡

𝜋𝑡
 

𝑋(𝑗𝜔) = {

1          |𝜔| < 𝑊1

0          |𝜔| < 𝑊1

 

𝐻(𝑗𝜔) = {

1          |𝜔| < 𝑊2

0          |𝜔| < 𝑊2

 

𝑌(𝑗𝜔) = 𝑋(𝑗𝜔). 𝐻(𝑗𝜔) = {

1          |𝜔| < 𝑊3

0          |𝜔| < 𝑊3

 

𝑊3 = min(𝑊1  ,𝑊2) 
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 ضرب دو سیگنال: (9

𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) . 𝑠(𝑡)
        𝐹       
↔     𝑅(𝑗𝜔) =

1

2𝜋
 𝑋(𝑗𝜔) ∗ 𝑠(𝑗𝜔) 

 را رسم کنید.  R(j𝝎). X(j𝝎)مثال ( با توجه به سیگنال   

 

𝑅(𝑗𝜔) =
1

2𝜋
𝑋(𝑗𝜔) ∗ [𝜋 𝛿(𝜔 − 10𝜋) + 𝜋 𝛿[𝜔 + 10𝜋)] 

𝑅(𝑗𝜔) =
1

2𝜋
𝑋(𝑗(𝜔 − 10𝜋)) +

1

2
𝑋(𝑗(𝜔 + 10𝜋) 
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  9فصل 

 تبدیل لاپلاس

 تبدیل لاپلاس یک سیگنال چنین تعریف میشود:

𝑋(𝑠) = ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

     ,      𝑠 = 𝜎 + 𝑗𝜔 

 )مثال

𝑥(𝑡) = −𝑒−𝑎𝑡𝑢(−𝑡) 

𝑋(𝑠) = −∫ 𝑒−𝑎𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

=
1

𝑠 + 𝑎
𝑒−(𝑎+𝑠)𝑡 |

0

−∞
 

1

𝑠 + 𝑎
  , 𝑅𝑒[𝑠 + 𝑎] < 0 

 )مثال

𝑒−𝑡𝑢(𝑡)
        𝐿      
↔    

1

𝑠 + 1 − 3𝑗
     ,     𝑅𝑒[𝑠 + 1 − 3𝑗] > 0     ,    𝑅𝑒[𝑠] > −1 

 )مثال

𝑥(𝑡) = 𝛿(𝑡) 

𝑋(𝑠) = ∫ 𝛿(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

= 1 → 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑠 

 

 

 همگرایی:خواص ناحیه ی 

1) Roc به صورت نوار هایی موازی محورj𝝎 باشدکه شامل هیچ قطبی نیست 

 است. sکل صفحه ی  Rocدارای طول محدود و انتگرال پذیر باشد ،  x(t)اگر  (2
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𝑥(𝑡) = {
1              0 < 𝑡 < 𝑇

0                         𝑒𝑙𝑠𝑒
 

𝑋(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑇𝑑𝑡
𝑡

0

=
1 − 𝑒−𝑠𝑡

𝑠
    𝑋(0) = 𝑇 

 سمت راستِ راست ترین قطب قرار میگیرد. Rocگویا باشد  X(s)راستی وسمت x(t)اگر  (3

𝑋(𝑠) =
𝑎0 + 𝑎1𝑠 + 𝑎2𝑠

2 +⋯

𝑏0 + 𝑏1𝑠 + 𝑏2𝑠
2 +⋯

 

 

 سمت چپِ چپترین قطب قرار میگیرد. Rocگویا باشد   X(s)سمت چپی و  x(t)اگر  (4

 یا محدود به قطب ها شده یا اصلا وجود ندارد.  Rocدو طرفه باشد ،  x(t)اگر  (5

 )مثال

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡 = 𝑒−𝑎𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒𝑎𝑡𝑢(−𝑡) 

𝑋(𝑠) =
1

𝑠 + 𝑎
−

1

𝑠 − 𝑎
=

−2𝑎

𝑠2 − 𝑎2
 

                 ↓                 ↓ 

𝑅𝑒[𝑠] > −𝑎    ,     𝑅𝑒[𝑠] < 𝑎       → −𝑎 < 𝑅𝑒[𝑠] < 𝑎 

 باشد میتوان تبدیل لاپلاس را به فوریه تبدیل کرد. Rocداخل  j𝝎*اگرمحور 

 رامشخص کنید که تبدیل لاپلاس آنها به صورت زیر است:مثال ( کلیه ی سیگنال هایی 

𝑋(𝑠) =
𝑠

(𝑠2 + 1)2(𝑠 − 3)
 

=
𝑘11
𝑠 + 𝑗

+
𝑘12

(𝑠 + 𝑗)2
+
𝑘21
𝑠 − 𝑗

+
𝑘22

(𝑠 − 𝑗)2
+
𝑘3
𝑠 − 3

 

𝑘11 = 𝑘21
∗  

𝑘22 = 𝑘12
∗  

𝑘12 = (𝑠 + 𝑗)
2. 𝑠 |

𝑠 = −𝑗          
𝑘11 =

𝑑

𝑑𝑠
(𝑠 + 𝑗)2. 𝑠) |

𝑠 = −𝑗
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 خواص تبدیل لاپلاس:

 خطی بودن:  (1

𝑥(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑋(𝑠)    ,     𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 

𝑦(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑌(𝑠)    ,     𝑅𝑜𝑐: 𝑅2 

𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑎𝑋(𝑠) + 𝑏𝑌(𝑡)   ,    𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 ∩ 𝑅2      

𝑋(𝑠) =
1

𝑠 + 1
    ,      𝑅𝑒[𝑠] > −1 

𝑌(𝑠) =
1

𝑠 + 1
+

1

𝑠 + 2
    ,      𝑅𝑒[𝑠] > −1 

𝑋(𝑠) =
1

𝑠 + 2
    ,      𝑅𝑒[𝑠] > −2 

 انتقال زمانی: (2

𝑥(𝑡 − 𝑡0). 𝑒
−𝑠𝑡𝑋(𝑠)      ,     𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 

 وارون سازی زمانی: (3

𝑥(−𝑡)
        𝐿      
↔    𝑋(−𝑠) 

 

𝑒−2𝑡𝑢(𝑡)
        𝐿      
↔    

1

𝑠 + 2
      ,        𝑅𝑒[𝑠] > −2 

𝑒−2𝑡𝑢(−𝑡)
        𝐿      
↔    

1

𝑠 − 2
      ,        𝑅𝑒[𝑠] < 2 

 تغییر مقیاس در حوزه ی زمان: (4

𝑥(𝑎𝑡)
        𝐿      
↔    

1

|𝑎|
𝑋(𝑠 𝑎⁄ ) 

∫ 𝑥(𝑎𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡
+∞

−∞

=
1

|𝑎|
∫ 𝑥(𝑡)𝑒−

𝑠

𝑎𝑑𝑡
+∞

−∞
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 مثال( 

𝛿(𝑡)
        𝐿      
↔    1 

1

5
𝛿(𝑡) = 𝛿(5𝑡)

        𝐿      
↔    

1

5
 

𝑢(𝑡)
        𝐿      
↔    

1

𝑠
      ,      𝑅𝑒[𝑠] > 0 

 مزدوج گیری: (5

𝑥∗(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑋∗(𝑠) 

𝑥∗(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑋∗(−𝑗𝜔) 

 گیری:شتق م (6

𝑥’(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑠𝑋(𝑠)      ,       𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 

∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
+∞

−∞

        𝐿      
↔    

𝑋(𝑠)

𝑠
,     𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 ∩ 𝑅𝑒[𝑠] > 0 

 

 

 انتگرال گیری : (7

𝑥(𝑡) 
𝐹𝑠
↔𝑎𝑘  

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

𝐹𝑠
↔(𝑗𝑘𝜔0)𝑎𝑘  

∫ 𝑥(𝜏)𝑑𝜏
𝐹𝑠
↔

𝑎𝑘
𝑗𝑘𝜔0

𝑡

−∞

  , 𝑎0 = 0 

 

 های زیر را محاسبه کنید:مثال ( ضرایب سری فوریه ی سیگنال 
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𝑦(𝑡) =
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

𝐹𝑠
↔𝑏𝑘 = (𝑗𝑘𝜔0)

2𝑇

𝑇0
𝑠𝑖𝑛𝑐 (

2𝑘𝑇

𝑇0
) 

𝑏𝑘 =
1

𝑇0
∫ [𝛿(𝑡 + 𝑇) −
𝐴+𝑇0

𝐴

δ(𝑡 − 𝑇)]𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡 

1

𝑇
∫𝛿(𝑡 + 𝑇)𝑒𝑗𝑘𝜔0𝑡 𝑑𝑡 − δ(𝑡 − 𝑇)]𝑒−𝑗𝑘𝜔0𝑡𝑑𝑡 
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 )لاپلاس( sمشتق گیری در حوزه ی  (8

𝑡𝑥(𝑡)
        𝑙     
↔   

−𝑑𝑋(𝑠)

𝑑𝑠
 𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 و

 )مثال

𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡)
        𝑙     
↔   

1

𝑠 − 𝑎
𝑅𝑒[𝑠] و > 𝑎  

𝑡𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡)
        𝑙     
↔   

1

(𝑠 − 𝑎)2
𝑅𝑒[𝑠] و > 𝑎  

𝑡𝑛

𝑛!
𝑒𝑎𝑡𝑢(𝑡)

        𝑙     
↔   

1

(𝑠 − 𝑎)𝑛+1
𝑅𝑒[𝑠] و > 𝑎  

 کانولوشن (9

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∗ ℎ(𝑡)
        𝐿      
↔    𝑌(𝑠) = 𝑋(𝑠)𝐻(𝑠)        ,       𝑅𝑜𝑐: 𝑅1 ∩ 𝑅2 

 

y(t)=e-و خروجی آن به صورت  u(t) t-x(t)=eبه صورت  LTIتمرین : فرض کنید ورودی یک سیستم 

3t-_ e2t  باشد مطلوب است: پاسخ ضربه ی سیستم ، پاسخ ضربه ی سیستم وارون و معادله دیفرانسیل

 ارتباط دهنده ی ورودی و خروجی.
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 قضایای مقادیر اولیه و نهایی (11

𝑥(0+) = lim
𝑠→+∞

𝑠𝑋(𝑠) 

𝑥(+∞) = lim
𝑠→0+

𝑠𝑋(𝑠) 

 فرض کنید:مثال( 

𝑋(𝑠) =
2𝑠2 + 5𝑠 + 12

(𝑠2 + 2𝑠 + 10)
         ,       𝑅𝑒[𝑠] > −1 

 : (∞+)𝑥و  𝑥(0+)مطلوب است 

𝑥(0+) = lim𝑠 .  
2𝑠2 + 5𝑠 + 12

(𝑠2 + 2𝑠 + 10)
= 2 

𝑥(+∞) = lim𝑠 .  
2𝑠2 + 5𝑠 + 12

(𝑠2 + 2𝑠 + 10)
= 0 

 

 

 LTIخواص سیستم های 

ℎ(𝑡)علی بودن: شرط علی بودن آن است که  (1 = 0  , 𝑡 <  h(t)گویا و  H(s). بنابرین اگر     0

 آن سمت راستی است.  Rocعلی باشد 

پایداری: شرط پایداری آن است که پاسخ ضربه ی آن مطلقا انتگرال پذیر باشد . بنابریندارای  (2

 باشد. Rocداخل  𝑗𝜔تبدیل فوریه است . پس شرط پایداری آن است که محور 

سمت چپ  H(s)ی باشد شرط پایداری آن است که کلیه ی قطب های عل  h(t)گویا و   H(s)اگر 

 قرار گیرند.  𝑗𝜔محور 

 مثال

ℎ(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒2𝑡𝑢(𝑡) 
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𝐻(𝑠) =
1

𝑠 + 1
+

1

𝑠 − 2
 

∫ |ℎ(𝑡)|
+∞

−∞

𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

0

+∫ 𝑒2𝑡𝑑𝑡
+∞

0

 →  +∞ 

ℎ(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒2𝑡𝑢(−𝑡)       ,      − 1 < 𝑅𝑒[𝑠] <  غیر علی و پایدار          2

مشخص شده اند . تابع تبدیل آن را رسم  LTIمثال ( فرض کنید اطلاعات زیر در مورد یک سیستم 

 کنید.

 سیستم علی است  (1

𝑠تابع تبدیل آن گویا بوده و فقط دو قطب در  (2 = 1  , 𝑠 =  دارد 2−

𝑥(𝑡)اگر  (3 = 𝑦(𝑡)باشد ،  1 =  میشود 0

4) ℎ(0+) = 4    

𝐻(𝑠) =
𝑝(𝑠)

𝑄(𝑠)
=  

𝑝(𝑠)

(𝑠 − 1)(𝑠 + 2)
 

𝑒𝑎𝑡
 خروجی
→   𝐻(𝑎)𝑒𝑎𝑡 

1 = 𝑒0𝑡 → 𝐻(0)𝑒0𝑡 = 0⇒𝐻(0) = 0  

𝑝(𝑠) = (𝑠 − 𝑧1)(𝑠 − 𝑧2)…  

=
𝑠(𝑠 − 𝑧2)(𝑠 − 𝑧3)…

𝑟(𝑠)
 

𝐻(𝑠) =
𝑠 𝑟(𝑠)

(𝑠 − 1)(𝑠 + 2)
 

 تمرین(

 را در نظر بگیرید.  h(t)یک سیستم علی و پایدار با پاسخ ضربه ی 

داشته و در مبدا صفر ندارد. صحت یا عدم صحت روابط زیر  s=-2و قطبی در  گویا بوده H(s)فرض کنید 

 را تعیین کنید. 

 همگرا است 𝐹{ℎ(𝑡)𝑒3𝑡}الف( 
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∫ ℎ(𝑡)𝑑𝑡
+∞

−∞

=  ب) 0

 پاسخ ضربه ی یک سیستم علی و پایدار است  t h(t)ج( 

 دارای طول محدود است   h(t)د( 

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
 هـ)

 H(s)=H(-s)و( 
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 11فصل 

 Zتبدیل 

 یک سیگنال گسسته چنین تعریف میشود .  zتبدیل 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑧−𝑛       ,      

+∞

𝑛=−∞

   𝑧 = 𝑟𝑒𝑗𝜔 

 گسسته است.z باشد تبدیل  r=1اگر 

 سیگنال های زیر را محاسبه کنید: zمثال ( تبدیل 

1)𝑥(𝑛) = 𝑎𝑛𝑢(𝑛) 

𝑋(𝑧) = ∑𝑎𝑛𝑧−𝑛 =

+∞

𝑛=0

1

1 − 𝑎𝑧−1
      ,      |𝑎𝑧−1| < 1 ⇒ |𝑧| > |𝑎| 

 

 

2)𝑥[𝑛] = −𝑎𝑛𝑢[−𝑛 − 1] 

𝑋(𝑧) = − ∑ 𝑎𝑛𝑧−𝑛
−1

𝑛=−∞

= −∑(𝑎−1
+∞

𝑚=1

𝑧)𝑚 = 1 − ∑(𝑎−1
+∞

𝑚=0

𝑧)𝑚 

= 1 −
−𝑎−1𝑧

1 − 𝑎−1𝑧
=

1

1 − 𝑎𝑧−1
 

 

 تمرین ( 

 سیگنال های زیر را محاسبه کنید: zتبدیل 

1)𝑥[𝑛] = 2(
1

3
)𝑛 𝑢[𝑛] − 4(−2)𝑛𝑢[𝑛] 

2)𝑥[𝑛] = (
1

3
)𝑛𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋

4
𝑢[𝑛] 
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 zخواص ناحیه همگرایی تبدیل 

1) Roc .به صورت دیسک هایی به مرکز مبدا مختصات است 

2) Roc  شامل هیچ قطبی ازX(z) .نیست 

 است. ∞=zیا  z=0، احتمالا  zکل صفحه ی  Rocدارای طول محدود باشد ،  x[n]اگر  (3

ناحیه ی بیرونی خارجی ترین قطب است . اگر Rocگویا باشد ،  X(z)سمت راستی و  x[n]اگر  (4

x[n]  علی باشدz=∞ میشود .  را شامل 

ناحیه ی داخلیِ داخلی ترین قطب است و اگر  Rocگویا باشد ،  X(z)سمت چپی و x[n]اگر  (5

x[n]  ضد علی باشدz=0  .را نیز شامل میشود 

𝑥[𝑛] ضد علی = 0    ,    𝑛 ≥ 0 

 یا محدود به قطب ها شده یا اصلا وجود ندارد.Rocدو طرفه باشد  x[n]اگر  (6

 )مثال

𝑥[𝑛] =  𝑎|𝑛| = 𝑎𝑛 𝑢[𝑛] + 𝑎−𝑛 𝑢[−𝑛 − 1] 

𝑋(𝑧) =
1

1 − 𝑎𝑧−1
−

1

1 − 𝑎−1𝑧−1
 

                       ↓                       ↓    

|𝑧| > |𝑎|   ,    |𝑧| <
1

|𝑎|
⇒ |𝑎| < |𝑧| <

1

|𝑎|
 

 آنها به صورت زیر است.  zمثال( کلیه ی سیگنال هایی را مشخص کنید که تبدیل 

𝑋(𝑧) =
𝑘1

1 −
1

2
𝑧−1

+
𝑘2

1 + 3𝑧−1
 

𝑘1 = (1 −
1

2
𝑧−1)𝑋(𝑧) |

|

𝑧 =
1

2

 =
1

7
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𝑘2 = (1 + 3𝑧
−1)𝑋(𝑧) |

𝑧 = −3

=
6

7
 

𝑘1

1 −
1

2
𝑧−1

→ ⟨

𝑘1(
1

2
)𝑛𝑢[𝑛]  ,   |𝑧| >

1

2

−𝑘1(
1

2
)𝑛𝑢[−𝑛 − 1]  ,   |𝑧| <

1

2

 

𝑘2
1 + 3𝑧−1

→ ⟨

𝑘2(−3)
𝑛𝑢[𝑛]  ,   |𝑧| > 3              

−𝑘2(−3)
𝑛𝑢[−𝑛 − 1]  ,   |𝑧| < 3

 

𝑥[𝑛] = 𝑘1(
1

2
)𝑛𝑢[𝑛] + 𝑘2(−3)

𝑛𝑢[𝑛],    |𝑧| > 3 

𝑥[𝑛] = 𝑘1(
1

2
)𝑛𝑢[𝑛]−𝑘2(−3)

𝑛𝑢[−𝑛 − 1]    ,    
1

2
< |𝑧| < 3   

𝑥[𝑛] = −𝑘1(
1

2
)𝑛𝑢[−𝑛 − 1]−𝑘2(−3)

𝑛𝑢[−𝑛 − 1]    ,    |𝑧| <
1

2
 

 

 :زیر را محاسبه کنیدهای سیگنال zمثال ( عکس تبدیل 

1) 𝑋(𝑧) = 5𝑧3 − 2𝑧 − 3 + 𝑧−2 + 4𝑧−5 

𝑋(𝑧) = ∑ 𝑥[𝑛]𝑧−𝑛
+∞

𝑛=−∞

 

𝑥[−3] = 5                    𝑥[−1] = −2                    𝑥[0] = −3         

𝑥[2] = 1                       𝑥[5] = 4 

2) 𝑋(𝑧) = ln(1 + 𝑎𝑧−1)      ,     |𝑧| < |𝑎| 

ln(1 + 𝑉) = ∑
(−1)𝑛+1𝑣𝑛

𝑛

+∞

𝑛=1

 

𝑋(𝑧) = 
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∑
(−1)𝑛+1𝑎𝑛𝑧−1

𝑛

+∞

𝑛=1

                              𝑥[𝑛] =
(−1)𝑛+1𝑎𝑛

𝑛
 𝑢[𝑛 − 1] 

 zخواص تبدیل 

 خطی بودن: (1

𝑎𝑥1[𝑛] + 𝑏𝑥2[𝑛]
      𝑧     
↔   𝑎𝑋1(𝑧) + 𝑏𝑋2(𝑧) 

𝑅𝑜𝑐 ∶  𝑅1 ∩ 𝑅2 حداقل 

 زمانی:انتقال  (2

𝑥[𝑛 − 𝑛0]
      𝑧     
↔   𝑧−𝑛0𝑋(𝑧) 

 zتغییر مقیاس در حوزه ی  (3

𝑧0
𝑛 𝑥[𝑛]

      𝑧     
↔   𝑋 (

𝑧

𝑧0
) 

 وارون سازی زمانی: (4

𝑥[−𝑛]
      𝑧     
↔   𝑋(𝑧−1) 

 کانولوشن :  (5

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛]
      𝑧     
↔   𝑦(𝑧).𝐻(𝑧) 

 مثال( کانولوشن زیر را حساب کنید .

𝑥[𝑛] = (
1

3
)𝑛−1𝑢[𝑛 − 1]             ℎ[𝑛] = 𝑢[𝑛] 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] ∗ ℎ[𝑛] 

𝑋(𝑧) =
𝑧−1

1 −
1

3
𝑧−1

     ,      𝐻(𝑧) =
1

1 − 𝑧−1
 

|𝑧| >
1

3
|𝑧| > 1 
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𝑌(𝑧) =
𝑧−1

(1 −
1

3
𝑧−1) (1 − 𝑧−1)

=
𝑘1

1 − 𝑧−1
+

𝑘2

1 −
1

3
𝑧−1

𝑘1, 𝑘2 =
3

2
 

𝑦[𝑛] =
3

2
 𝑢[𝑛] −

3

2
(
1

3
)𝑛 𝑢[𝑛] 

 مشتق گیری :  (6

𝑛𝑥[𝑛]
      𝑧     
↔   

−𝑧 𝑑𝑋(𝑧)

𝑑𝑡
 

 زیر را به دست آوریدسیگنال  zمثال ( عکس تبدیل 

1)𝑋(𝑧) =
𝑎𝑧−1

(1 − 𝑎𝑧−1)2
     ,     |𝑧| > |𝑎| 

𝑎𝑛𝑢[𝑛]
      𝑧     
↔   

1

1 − 𝑎𝑧−1
     ,    |𝑧| > |𝑎| 

𝑛𝑎𝑛𝑢[𝑛]
      𝑧     
↔   − 𝑧 .  

𝑎𝑧−1

(1 − 𝑎𝑧−1)2
,     |𝑧| > |𝑎| 

 قضیه ی مقدار اولیه : (7

𝑥[0] = lim
𝑧→+∞

𝑋(𝑧)     ,     𝑥[𝑛] = 0     ,     𝑛 < 0 

شامل دایره ی واحد شود  Rocگسسته آن است که  LTI*شرط لازم و کافی برای پایداری یک سیستم 

در دایره ی واحد  H(z)گویا باشد شرط پایداری آن است که کلیه قطب های  H(z)علی و  h[n]یا اگر 

 قرار گیرند.


